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MATHEMATIQUES

CORRIGE

SESSION 2012

* Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota final a se calculeaz & prin Tmp artirea punctajului total acordat
pentru lucrare la 10.

1" partie : QCM (15 points)

3,75 points par bonne réponse

2°™€ partie : questions de cours (15 points)

Questionn°1 :
Un questionnaire a choix multiple (QCM) est constitle 6 questions. Pour chacune d’entre ellepd@hses sont
proposées dont une seule est exacte. Un candaidéu hasard.
1. Déterminer le nombre de réponses possibles a ce.QQOMint9
Le nombre de réponses possibles & ce QCMes739.
2. a-Deéterminer le nombre de cas ou les réponses dudadradix 4 premieres questions sont exactes et aux
deux autres faussgg. point9
Pour chacune des quatre premiéeres questions, @ glyune seule réponse possible ; a chacune @stians 5 et 6, il y
a deux résultats (faux) possibles. Et, a chaguens@pfausse @, on peut associer une réponse fausge a
Il'y a donc %2 = 4 cas ou les réponses aux quatre premieresangesont exactes et deux autres fausses.
b —Combien y a-t-il de possibilités que le candidgbré&le correctement & exactement 4 questigap@nty
Il'y a C? fagons de choisir deux questions parmi 6 et ds@re, il y a 4 cas pour que les réponses du candidatte
guestions précises soient exactes et fausses amwadees.
Il'y a donc «C? = 60 cas pour que le candidat réponde correcteinexactement quatre questions.
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Questionn°2 :
Le plan est rapporté a un repere orthonorme (uritén.)
On désigne pah, B etC les points du plan ayant pour affixes respectives

zA:4+gi ) Zg :4—gietzC:2+§i.

1. Placer les pointé, B et C dans un reperéci-apres)2 point9
2. Quelle est la nature du triangdBC ? (3 pointg

5. 5. 3.
Zy=4+—i ;25 =4-—1 ; 2, =2+—i
" 2 ' ® 2 % 2
Il faut utiliser la forme complexe pour calcules lengueurs :
ABZZ|ZB _ZA|2: (4- 4)+i (_g__g% 2:|—5| 2= 5= 21
AC2=|z. —z,|2=|(2- 4)+i (§—§*2:|—2—i| = £
2 2
.3 5
BC2=|z, — zg|2=|(2- 4)+i (§+—2 2=|-2+ 4] = 2

AB? = BC? + AC? donc, d’aprés la réciproque du théoréme de PyteatmtriangleABC est rectangle e@.
3. (D) désigne I'ensemble des poiMglu plan dont I'affixe vérifie la relation :4— 4 —gi| =g-2 —gi|.

Quelle est la nature de (D) ? (donner une démdiwstralgébrique (en posant x +iy) ou une
démonstration géométriqug) pointg

3.
=|z-2-i
2
Cette relation équivaut a
|z-2z,|=|z~ 7|, c’est & direAM = MC.
Ay

z—4—§i
2

Z—-4-—i|=|z-2——i
2 2

5 3.‘

. 5. . 3.
X+Iy—4——i|=|X+iy—2——I
y 2 y 2‘

x—4+i(y—g) = x—2+i(y——2){

D
<

1] 2 3 4 5 6 \ > (x—4)2+ (y—g)Z: (x—2)%+ (y__g)z
T ' /” X2—-8x+16+y2- Fy+275:x2— &K+ 4y 2 3+§
\ / 4x+2y-16=0
=1 ~__\ 2x+y-8=0
B y=-2x+8

(D) est donc la médiatrice du segmeiC].
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Partie 2 : compétences 60 points

Exercice n°1 : 25 points

u, =0

Soit () la suite définie pa{ .OnadmetquélnOIN, 0<u,< 3.

a)

U, =+U, +6,0n0ON

n

Représenter les 4 premiers termesudedur le graphique ci-dessou® :point9

4

b) Démontrer que la suitel{) est croissanté6 point9
On note PRf) la proposition <« < Upsg ».
Initialisation : P(0) est vraie can < u; (en effetus = 0 etu; = \@).
Hérédité : on considére que pour un entier natarel, < Un.:.
Alors u, +6 < Uy, +6 et \/un +6< \/um +6 car la fonction racine carrée est croissanteGuro[.
Doncu,:1 < U €t PO+1) est vraie.
Conclusion: pour tout entier naturel u, < u,.1. La suite (I,) est croissante.
c) Démonter quel,) est convergentés point9
(u,) est croissante et majorée, donc elle convergeweréel (d’'apres le théoreme de la convergence monotone).
d) Déterminerlim u,. (8 point9
n — +oo
Comme f : x> +/x+6 est continue sur [0 jod, | est tel qué =f(l), soit] =+/1 +6.
Commel >0, ond’=1+6etl>-1 -6 =0.
A = (-1} — 4x1x(-6) = 25 > 0 donc le trindbme admet deuines:
_-b+/A _1+5_ _b-JA _1-5_
| =————=—-=3¢et,=————=—+=-2.
2a 2 2a 2
Et commd =0, on alim u, =3.
n - +oo
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Exercice n°2 : 35 points

Soitf la fonction définie sur IR parf(x) = (2+cos) '™,
1. Montrer que, pour toutde IR :f(x) > 0. (4 point9
Pour toutx réel, cosx= -1~ 2+ cox= donc2+ cosx> C de plus, on sait que pour tout ré&eke** >0. On en

déduit que, pour toutdeR, f(x)>0.

2. a) Montrer que, pour tout de IR :\/Eco{x—lz’j: cox+ six. (4 point9

\/Eco{x—gj:\/_{ COX cc{—%j— sia sEn-]—;)]:\/_[Z\/—ZE cms£22 xi}: Ges €

b) En déduire que, pour toutde IR : 2 + cos+ sirx > 0. (4 point9
Or, pour tout réek, co{x—gjz -1- 2+ 2 co%x—%jz 2. . Sachant qu&-+/2> 0 et d’aprés I'égalité ci-

dessus, on en déduit q@e- cosx+ sirk> (.
c) Montrer quef est strictement décroissante sur (HRpoint9
f est le produit de deux fonction dérivables sur IiRfonctionu: x— 2+ cosx, composée de la fonction cosinus par ur

fonction affine et la fonctiorv: x — € composée d’une fonction affine par la fonctionangntielle.
f est donc dérivable sur IR dt'=u'v+uv . D’aprés le théoreme donnant la fonction dérivéeelfonction composée,
u'(x) =-sinx etV (x)=-€~ d'ou :
f'(x)=-€7(2+cosx+ sirx). Or on a montré qué+ cosx+ sirx> (et on sait que pour tout réele™ >0.
On en déduit que'(x) <0 sur IR et donc qukest strictement décroissante sur IR.
3. a) Montrer que, pour toutde IR :e ™ <f (x) < 3e*™. (4 pointg
On sait que, pour tout régl -1< cosx< 1= k 2 cox< et donc, puisque ™ >0, on a bien
e < f(x)<3e™.
b) En déduire les limites deen #1 et en £1. (5 pointg
lim (1-x) =+ et lim €=+ donc, par compositionlim e~ =+c . Puisquef (x) =€, on en déduit, par

X - —00 X — +00 X — —00
comparaison, queim f (x) =+co.
X - —00
De plus, lim (1-x)=-c et lim € =0 donc, par compositionlim ™ =0 et donc lim 3¢ =0.
X — +o0 X — —00 X — +00 X — +00

Puisque0< f (x)< 3¢, on en déduit, d'aprés le théoréme des gendanueslim f (x)=0.
X — +00

c) Interpréter géométriquement le résultat obtensidu calcul de la limite deen +1. (4 point9
lim f (x) =0 donc I'axe des abscisses est une asymptote poautae représentative flen +oo.

X — +00
4. Quel théoreme permet d’établir que, sur l'interwdd ; 1, I'équationf(x) = 3 admet une solution unique?
(5 pointg
La fonctionf est dérivable, elle est donc continue sur IR. s, pbn a montré queest strictement décroissante sur IR.
Or f(0)=3>3et f(m)=€"<3.
On en déduit, d’apres teéoreme des valeurs intermédiaireg¢outhéoréme de la bijection, qu'il existe une
unique solutiorw. & I'équation f (x) =3.
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